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Overview	
  Mo2va2on	
  :	
  
• 	
  	
  The	
  mean	
  shi@	
  (MS)	
  on	
  Euclidean	
  spaces	
  was	
  extrinsically	
  formulated	
  to	
  operate	
  on	
  general	
  Riemannian	
  manifolds	
  (Ext-­‐MS)	
  .	
  	
  
	
  	
  	
  	
  The	
  mode	
  seeking	
  is	
  performed	
  on	
  the	
  tangent	
  spaces,	
  where	
  the	
  underlying	
  curvature	
  is	
  not	
  fully	
  considered.	
  	
  
• 	
  	
  The	
  state-­‐of-­‐the-­‐art	
  method	
  propose	
  a	
  intrinsic	
  mean	
  shi@	
  (IntGS-­‐MS)	
  designed	
  to	
  operate	
  on	
  two	
  par6cular	
  Riemannian	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  manifolds,	
  	
  i.e.	
  Grassmann	
  and	
  S6efel	
  manifolds	
  (using	
  manifold-­‐dedicated	
  density	
  kernels).	
  

Contribu2on	
  :	
  
• 	
  	
  We	
  propose	
  a	
  new	
  paradigm	
  to	
  intrinsically	
  reformulate	
  the	
  MS	
  on	
  general	
  Riemannian	
  (SInt-­‐MS)	
  manifolds	
  by	
  embedding	
  	
  
	
  	
  	
  the	
  Riemannian	
  manifold	
  into	
  a	
  Reproducing	
  Kernel	
  Hilbert	
  Space	
  using	
  a	
  general	
  	
  Riemannian	
  	
  kernel	
  func6on,	
  	
  i.e.	
  heat	
  kernel.	
  
• 	
  	
  The	
  key	
  issue	
  is	
  that	
  when	
  the	
  data	
  is	
  implicitly	
  mapped	
  from	
  the	
  manifold	
  to	
  the	
  Hilbert	
  space,	
  the	
  structure	
  and	
  curvature	
  of	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  the	
  manifold	
  is	
  taken	
  into	
  account	
  	
  (i.e.	
  exploits	
  the	
  underlying	
  informa6on	
  of	
  the	
  data).	
  	
  
• 	
  	
  The	
  inherent	
  op6miza6on	
  is	
  then	
  performed	
  on	
  the	
  embedded	
  space.	
  	
  	
  	
  	
  

	
  

	
  
	
  

• Contribu2on:	
  
• 	
  We	
  propose	
  the	
  
	
  
	
  
	
  

Experimental	
  Evalua6on	
  

Kernel	
  Mean	
  Shi@	
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Mercer	
  Kernel	
  on	
  	
  Riemannian	
  Manifolds	
  -­‐	
  Heat	
  Kernel	
  
• 	
  	
  The	
  manifold	
  data	
  is	
  implicitly	
  mapped	
  to	
  an	
  enlarged	
  feature	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  space	
  	
  by	
  the	
  mapping	
  func6on	
  	
  	
  	
  

• 	
  	
  In	
  the	
  feature	
  space	
  	
  the	
  density	
  es6mator	
  at	
  the	
  point	
  

• 	
  	
  A	
  Riemannian	
  manifold	
  can	
  be	
  embedded	
  into	
  a	
  Hilbert	
  space	
  
	
  	
  	
  	
  using	
  the	
  heat	
  kernel	
  (it	
  was	
  proved	
  that	
  the	
  heat	
  kernel	
  can	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  define	
  a	
  Mercer	
  Kernel	
  while	
  respect	
  the	
  Riemannian	
  geometry).	
  

• 	
  	
  The	
  Laplace	
  operator	
  on	
  a	
  Riemannian	
  Manifold	
  	
  is	
  defined	
  as	
  

• 	
  	
  The	
  kernel	
  of	
  that	
  operator	
  sa6sfies	
  the	
  heat	
  equa6on	
  and	
  is	
  	
  
	
  	
  	
  	
  called	
  heat	
  kernel	
  (expansions	
  of	
  eigenfunc6ons	
  of	
  the	
  Laplace	
  )	
  

• 	
  	
  We	
  seek	
  inspira6on	
  from	
  physics	
  adop6ng	
  an	
  asympto6c	
  	
  	
  
	
  	
  	
  expansion	
  and	
  tractable	
  solu6on	
  of	
  the	
  heat	
  kernel	
  applicable	
  for	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  generic	
  	
  Riemannian	
  manifolds	
  
	
  	
  	
  	
  

World	
  func6on	
   Van	
  Vleck-­‐MoreWe	
  determinant	
  

Parallel	
  transport	
  operator	
   Transport	
  func6on	
  

The	
  clustering	
  accuracy	
  was	
  evaluated	
  on	
  synthe6c	
  data	
  (Table	
  1)	
  as	
  well	
  as	
  on	
  real	
  	
  
data	
  (Table	
  2)	
  comparing	
  the	
  proposed	
  mean	
  shi@	
  (SInt-­‐MS)	
  with	
  the	
  extrinsic	
  
counterpart	
  (Ext-­‐MS)	
  [2,13]	
  (serve	
  mainly	
  as	
  a	
  proof	
  of	
  concept).	
  

We	
  present	
  results	
  for	
  the	
  manifolds	
  :	
  

Special	
  Orthogonal	
  Group	
  	
  

Symmetric	
  Posi2ve-­‐Definite	
  

Grassmann	
  manifold	
  

S2efel	
  manifold	
  


